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Giriş



Why use Laplace Transforms?
• Laplace dönüşümü, Fransız matematikçi tarafından (1749-1827) geliştirildi ve geçen yüzyılda mühendislik

problemlerine geniş ölçüde uyarlandı. 

• Faydası, diferansiyel denklemleri daha kolay çözülen cebirsel biçimlere dönüştürme yeteneğinde yatmaktadır. Belli 
alanlarda sistemlerle uğraşmak için bir mühendislik “dili” biçimi olarak çok yaygın hale gelmiştir.

• Cebir kullanarak diferansiyel denkleme çözüm bulunur. Fourier Dönüşümü ile ilişkilidir, sistemlerin davranışlarını, 
yörüngelerini karakterize etmenin kolay yolunu sunar.

• Diferansiyel denklem çözümlerinde dönüşüme ya da evrişime gerek yoktur. Sistemde birden çok işlem için
kullanışlıdır.

• Fourier dönüşümü, sadece sinüs ve kosinüs temel işlevleri kullanılarak sentezlenebilen sinyalleri analiz etmek için
yeterlidir. 

• Sentez: Bileşenlerden bütünleşik bir sistem oluşturma

• Analiz: Bütünleşik bir sistemi bileşenlerine ayrıştırma

• Sinyalin üstel bileşenleri olduğunda, örneğin, zaman içinde üssel olarak değişkenlik gösteren sinüs dalgası için, 
fourier'in verdiği sadece yarım bilgidir. Özellikle de başlangıç koşullarına içeren kritik bilgiler kaybolur. Bu tür
durumlarda laplace dönüşümü zorunludur.

• Aniden başlayan veya biten herhangi bir şeyi analiz etmek isterseniz, Laplace dönüşümünden büyük ölçüde
faydalanırsınız. Bu geçişlere sistem cevabı gibi gerçek uygulamalarda çok karşılaşılır. Aksine, Laplace dönüşümü bir
problemi büyük ölçüde basitleştirdiği asimetrik fenomenlerle uğraşırken Fourier dönüşümü çok verimsizdir. Laplace'ın
çok önemli bir analitik aracı dönüştürmesini sağlar.
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Laplace Transormation

• Diferansiyel denklemleri cebirsel ifadelerle çözebilmek

• Kararlılık bölgesini belirlemek
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Laplace Dönüşümü

• Doğrusal adi diferansiyel denklemlerin çözümü için önemli bir analitik yöntemdir. Doğrusal
olmayan ODE'lerde ilk önce doğrusallaştırılmalıdır. Laplace dönüşümleri önemli proses 
kontrol kavramları ve tekniklerinde önemli bir rol oynar.

• Sistemlerin, sadece bir frekans veya zaman alanı verileri yerine, sinusoidler ve üsteller gibi 
doğal bileşenler açısından analiz edilmesine yardımcı olur.

• Yoğun aktarım işlevini, kutuplar ve sıfırlar cinsinden (limit) tanımlanabildiği ve sezgisel olarak 
sistemin kararlılığını, aşılmasını veya gürültüsünü tahmin etmede yardımcı olan uygun bir 
alana (S-etki alanı) çevirir.

• Kutuplar: Paydayı sıfır yapan değişkenlerdir.

• Sıfırlar: Payı sıfır yapan değişkenlerdir.

• Fourier Dönüşümü, şifreli bir dönüşümü çok daha kolay bir çarpıma dönüştürürken, bir 
Laplace Dönüşümü, S-etki alanında basit bir polinom cebiri ile yoğun bir diferansiyel 
denklemin çözülmesine yardımcı olur.

• Yinelemeli filtrelerin kararlılığını analiz etmek için DSP'de temel olan Z-Dönüşümü, Laplace 
Dönüşümü'nün yakın akrabasıdır.

• Örnekler: Transfer fonksiyonları, Frekans tepkisi, Kontrol sistemi tasarımı, Kararlılık analizi
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Diferansiyel Denklemler Sistemi (Fiziksel 
Sistemler)

• Sistemi tanımlayan diferansiyel denklemlerin Laplace dönüşümünde,  çıktıyı veya ilgili
değişkeni çözmek için cebirsel forma dönüştürülür. Çözüm bulmak için ters Laplace dönüşüm
uygulanır.

• Systems of Linear Differential Equations

• Basic First-order System Methods

• Structure of Linear Systems

• Matrix Exponential

• The Eigenanalysis Method for v= Ax

• Jordan Form and Eigenanalysis

• Homogeneous Linear Systems

• Nonhomogeneous Linear Systems

• Second-order Systems

• Numerical Methods for Systems
8



Fourier Transform
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Laplace Transformation

[ ( )] ( )L f t F s

1[ ( )] ( )L F s f t 

0
( ) ( ) stF s f t e dt


 

• t is real,  s is complex! s = σ + jω

• Inverse requires complex analysis to solve

• Note “transform”: f(t)  F(s), where t is integrated and s is variable

• Conversely F(s)  f(t), t is variable and s is  integrated

• Assumes f(t) = 0 for all t < 0
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Common transform pairs.
( )f t ( ) [ ( )]F s L f t

1 or ( )u t 1
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s
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

  
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2 2( )

s

s



 



 
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1
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s 
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1
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( )n
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s  
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( )t 1 T-10

*Use when roots are complex.
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Constant Function
Constant Function

Let f(t) = a (a constant). Then from the 

definition of the Laplace transform,

Matlab:
clear all; close all
syms a s t
f=a
F=laplace(f,t,s)

Çözüm:
f = a
F =a/s
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Derive the Laplace transform of the unit step 
function

1

t

( )u t

0

0
( ) (1) stF s e dt


 

0

0

1
( ) 0

ste e
F s

s s s


   

    
   

𝑒0 = 1

𝑒−0 = 
1

𝑒0
= 1

𝑒∞ = ∞

𝑒−∞ = 
1

𝑒∞
= 

1

∞
= 0
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Step Function

The unit step function is widely used in the analysis of process control 

problems. It is defined as:

Because the step function is a special case of a “constant”, 

Step Function
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Laplace transform of the exponential function

( )

0 0

( ) 0

0

( )

0
( ) ( )

1

t st s t

s t

F s e e dt e dt

e e

s s

s

 



 



 
   


  

 


  
   




 

( ) tf t e 

where α > 0. Then, Matlab:
clear all; close all
syms a t
f = exp(-a*t);
F=laplace(f)

Çözüm:
F = 1/(a + s) 



Note: Euler’s formula
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Laplace Transform of sin(βt) 
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
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Laplace Transform of cos(βt) 
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Summary of Transform Pairs

as 

1ate

s

1
1

22 



s
 tsin

22 s

s
 tcos

s-domainTime domain



20

Laplace Transform
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Example. A force in newtons (N) is given below. 
Determine the Laplace transform.

( ) 50 ( )f t u t

50
( )F s

s

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Example. A pressure in pascals (p) starting at t = 0 
is given below. Determine the Laplace transform.

4( ) 5cos2 3 tp t t e 

2 2

2

1
( ) [ ( )] 5 3

(2) 4

5 3

4 4

s
P s L p t

s s

s

s s

    
 

 
 
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Determine the Laplace transform.
Matlab:
clear all; close all
syms a t
f =5*cos(2*t)+3*exp(-4*t);
F=laplace(f)
F1=simplify(F)

figure, ezplot(f), grid on
figure, ezplot(F), grid on
Çözüm:
F =3/(s + 4) + (5*s)/(s^2 + 4)

-6 -4 -2 0 2 4 6

0

1

2

3

4

5

6

7

8

x 10
8

t

5 cos(2 t) + 3 exp(-4 t)

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

s

3/(s + 4) + (5 s)/(s2 + 4)



• Consider sin(t)

Laplace Transform
Time-Scaling Property



• Time scale by  = 2

Laplace Transform
Time-Scaling Property



• Time scale by  = ½

Laplace Transform
Time-Scaling Property
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Properties of Laplace Transforms



Linear Combination
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
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Multiplication by e^(-at)

  







0
)()(L dtetfetfe statat

 






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0
)( dtetf tas )( asF 
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s

1
1




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


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-a

Multiplication
by e-at



Example: A voltage in volts (V) starting at t = 0 is given below. 
Determine the Laplace transform.

Matlab:
clear all; close all
syms a t
f =5*sin(4*t)*exp(-2*t);
F=laplace(f)
F1=simplify(F)
F2= expand(F)

Çözüm:
F =20/((s + 2)^2 + 16)
F1 =20/((s + 2)^2 + 16)
F2 =20/(s^2 + 4*s + 20)
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Multiplication by e^(at)
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Example

Matlab:
clear all; close all
syms a t
f =(t^2+4)*exp(2*t)-cos(t)*exp(-t);
F=laplace(f)
F1=simplify(F)

Çözüm:
F =4/(s - 2) - (s + 1)/((s + 1)^2 + 1) + 2/(s - 2)^3  
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Inverse Laplace Transforms



Inverse Laplace Transforms 

• Bir diferansiyel denklem Laplace dönüşümleri ile çözüldüğünde, çözüm s 
değişkeninin bir fonksiyonu olarak elde edilir. Zaman tepkisini belirlemek 
için ters dönüşüm oluşturulmalıdır. En basit formlar, tablolarda 
tanınabilen formlardır ve şimdi bunlardan birkaçı ele alınacaktır.
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Inverse Laplace Transforms
Background:

To find the inverse Laplace transform we use transform pairs along with partial fraction expansion:

F(s) can be written as;

)(

)(
)(

sQ

sP
sF 

Where P(s) & Q(s) are polynomials in the Laplace variable, s.We assume the order of Q(s)≥ P(s), in 

order to be in proper form.  If F(s) is not in proper form we use long division and divide Q(s) into P(s) 

until we get a remaining ratio of polynomials

that are in proper form.



Inverse Laplace Transforms

There are three cases to consider in doing the partial fraction expansion  of F(s).

Case 1:  F(s) has all non repeated simple roots.

n

n

ps

k

ps

k

ps

k
sF








 ...)(

2

2

1

1

Case 2:  F(s) has complex poles:









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)))()((

)(
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*

11

1

1

 js

k
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k

jsjssQ

sP
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Case 3:  F(s) has repeated poles.

)(
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...
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...

)())((

)(
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1

1

1

1
2

1

12

1

11
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1

sQ

sP
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k
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k
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k
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sP
sF

r
r

r














(expanded)

(expanded)
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Determine the inverse transform of the function 
below.

2

5 12 8
( )

3
F s

s s s
  



3( ) 5 12 8 tf t t e  

Matlab:
clear all; close all
syms a s
F=5/s+12/s^2+8/(s+3);
f=ilaplace(f)

Çözüm:
f=12*t + 8*exp(-3*t) + 5
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Determine the inverse transform of the function 
below.

2

200
( )

100
V s

s




2 2

10
( ) 20

(10)
V s

s

 
  

 

( ) 20sin10v t t

Matlab:
clear all; close all
syms a s
f =200/(s^2+100);
F=ilaplace(f)

Çözüm:
F =20*sin(10*t)
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Example. Determine the inverse transform of the function. 

When the denominator contains a quadratic, check the roots. If they are 
real, a partial fraction expansion will be required. If they are complex, the 
table may be used. In this case, the roots are

1,2 3 2s i  2

8 4
( )

6 13

s
V s

s s




 

2

2 2 2

2

2 2

6 13

6 (3) 13 (3)

6 9 4

( 3) (2)

s s

s s

s s

s

 

    

   

  

2 2 2 2

2 2 2 2

8( 3) 4 24
( )

( 3) (2) ( 3) (2)

8( 3) 10(2)

( 3) (2) ( 3) (2)

s
V s

s s

s

s s

 
 

   


 

   

3 3( ) 8 cos2 10 sin 2t tv t e t e t  
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Example: Determine the inverse transform of the function below using 
MATLAB.

2

10 48
( )

2 ( 2)( 16)
Y s

s s s
 

  

Matlab:

clear all; close all

syms t s

Y = 10/(s+2) + 48/((s+2)*(s^2+16)) 

y = ilaplace(Y)

y=simplify(y)

Çözüm:

y =(62*exp(-2*t))/5 - (12*cos(4*t))/5 + (6*sin(4*t))/5
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Example

Matlab:
clear all; close all
syms a s
f1 =3/(s^2+4);
f2 =2/(s+5)^4;
f3 =(s+1)/(s^2+4);
F1=ilaplace(f1)
F2=ilaplace(f2)
F3=ilaplace(f3)

Çözüm:
F1 = (3*sin(2*t))/2
F2 =(t^3*exp(-5*t))/3
F3 = cos(2*t) + sin(2*t)/2
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Transfer Function



Transfer Function

• Sistem bir girişe ve bir çıkışa sahipse, çıkışın girişin bir fonksiyonu olarak tanımlandığı 
durumlarda, onu s etki alanına (laplace kullanarak) dönüştürebilir ve sistemi bir transfer 
fonksiyonu ile tanımlanabilir. 

• X (s) 'in girdi olduğunu, Y (s)' nin çıkış olduğunu ve H (s) 'nin transfer fonksiyonu olarak 
bilinen şey olduğunu varsayalım. Sistem çıkışı Y (s) = H (s) * X (s) olarak tanımlanabilir. 

• Transfer fonksiyonu Y (s) / X (s) ile eşit olacaktır. 

• Transfer fonksiyonunun pay ve paydası faktörize edilirse, bir kutup-sıfır tanımı 
yapılabilir. Sistemin yüksek frekansları söndürmek için yapılmış bir elektrik devresi ise, 
düşük geçiş filtresi, sadece kutup-sıfır çizimi filtrenin belirli frekanslara nasıl tepki 
verdiği söylenebilir. Bu, laplace dönüşümünün sadece küçük bir uygulamasıdır, ancak 
birçok mühendislik dalında kullanışlı olabilen transfer fonksiyonları ile lineer sistemlerin 
tanımlanmasını sağlar.
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Transfer Function

Laplace transform can help us find y(t) easily

Transfer fonksiyonu: Kazanç, 
Kuvvetlendirme, Devre, 
Süzgeç …
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Forms for Transfer Functions
( )

( )
( )

N s
F s

D s


1

1 1 0( ) ...n n

n nN s a s a s a s a

    

1

1 1 0( ) ...m m

m mD s b s b s b s b

    

1 2

( )
( )

( )( )....( )m m

N s
F s

b s p s p s p


  
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The roots of D(s) are called poles and they may be 
classified in four ways.
• 1. Real poles of first order.

• 2. Complex poles of first order (including purely imaginary poles)

• 3. Real poles of multiple order

• 4. Complex poles of multiple order (including purely imaginary poles)
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Partial Fraction Expansion
Real Poles of First Order

1 2

1 2

( ) .... ( )r

r

A A A
F s R s

s p s p s p
    

  

( ) ( )
k

k k s p
A s p F s


 

1 2

1 1 2( ) .... rp t p t p t

rf t A e A e A e  
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Example. Determine inverse transform of function below.

1 26
( )

( 1)( 2) 1 2

A As
F s

s s s s


  

   

1 1
1

6 1 6
( 1) ( ) 5

2 1 2s
s

s
A s F s

s


  
      

2

6 6
( )

3 2 ( 1)( 2)

s s
F s

s s s s

 
 

   

2 2
2

6 2 6
( 2) ( ) 4

1 2 1s
s

s
A s F s

s


  
       

5 4
( )

1 2
F s

s s
 

 
2( ) 5 4t tf t e e  
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Example. Determine exponential portion of inverse transform of 
function below.

2

50( 3)
( )

( 1)( 2)( 2 5)

s
F s

s s s s




   
1 2

1( )
1 2

A A
F s

s s
 

 

1 2

1

50( 3) (50)(2)
25

( 2)( 2 5) (1)(4)
s

s
A

s s s



  

   

2 2

2

50( 3) (50)(1)
10

( 1)( 2 5) ( 1)(5)
s

s
A

s s s



   

   

2

1( ) 25 10t tf t e e  
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Partial Fraction Expansion for First-Order Complex Poles
2

1,2( )s bs c p i      

2
( ) ( )

As B
F s R s

s bs c


 

 
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Example. Complete the inverse transform.

2 2

50( 3) 25 10

( 1)( 2)( 2 5) 1 2 2 5

s As B

s s s s s s s s

 
  

       

50(3) 25 10

(1)(2)(5) 1 2 5

B
   25B  

50(4) 25 10

(2)(3)(8) 2 3 8

A B
   15A  

2

25 10 15 25
( )

1 2 2 5

s
F s

s s s s

 
  

   
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Example. Continuation.

2 2

15 25
( )

2 5

s
F s

s s

 


 

2 2 2 22 5 2 1 5 1 ( 1) (2)s s s s s         

2 2 2 2 2 2 2

15 25 15( 1) 5(2)
( )

( 1) (2) ( 1) (2) ( 1) (2)

s s
F s

s s s

    
  

     

1 2

2

( ) ( ) ( )

25 10 15 cos 2 5 sin 2t t t t

f t f t f t

e e e t e t   

 

   
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Second-Order Real Poles
Assume that F(s) contains a denominator factor of the form (s+)2. The 
expansion will take the form shown below.

1 2

2
( ) ( )

( )

C C
F s R s

s s 
  

 

2

1 ( ) ( )
s

C s F s





  

1 1 2 1 2( ) ( )t t tf t C te C e C t C e       
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Example. Determine inverse transform of function below.

2

60
( )

( 2)
F s

s s




1 2

2 2

60
( )

( 2) ( 2) ( 2)

C CA
F s

s s s s s
   

  

 2 20

0

60 60
( ) 15

( 2) (0 2)s

s

A sF s
s




   

 

2

1 2
2

60 60
( 2) ( ) 30

2s
s

C s F s
s




       
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Example. Continuation.

2

2 2

60 15 30
( )

( 2) ( 2) 2

C
F s

s s s s s
   

  

2

2 2

60 15 30

(1)(1 2) 1 (1 2) (1 2)

C
  

  
2 15C  

2 2

60 15 30 15
( )

( 2) ( 2) 2
F s

s s s s s
   

  

2 2 2( ) 15 30 15 15 15 (1 2 )t t tf t te e e t       
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Differentiation & Integration
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Laplace Transform Operations

( )f t ( )F s

'( )f t ( ) (0)sF s f O-1

0
( )

t

f t dt
( )F s

s

O-2

( )te f t ( )F s  O-3

( ) ( )f t T u t T  ( )sTe F s O-4

(0)f lim ( )
s

sF s


O-5

lim ( )
t

f t


*

0
lim ( )
s

sF s


O-6

*Poles of ( )sF s must have negative real parts.



Laplace Transform of Integral

Let F(s) denote the transform of a function f (t) which is piecewise continuous for t ≥ 0, Then, for s > 0, s 
> k, and t > 0,

Theorem

Transforms of Derivatives and Integrals.  ODEs

  1

0 0

1 1
( ) ( ),      thus     ( ) ( ) .

t t

f d F s f d F s
s s

      
   

 
 L L



Differentiation

      0)(L fssFtf

   sFtf )(L

          00)(L ffssFstf

       002 fsfsFs

…
…

            000)(L )1(21 nnnnn ffsfssFstf 
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Significant Operations for Solving Differential Equations

[ '( )] ( ) (0)L f t sF s f 

2[ "( )] ( ) (0) '(0)L f t s F s sf f  

0

( )
( )

t F s
L f t dt

s
  
  
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Procedure for Solving DEs
2

2 1 02
( )

d y dy
b b b y f t

dt dt
    

2

2 1 02
( )

d y dy
L b b b y L f t

dt dt

 
   

 

 

2

2

1 0

( ) (0) '(0)

( ) (0) ( ) ( )

b s Y s sy y

b sY s y b Y s F s

   

   

2 2 1

2 2

2 1 0 2 1 0

(0) '(0) (0)( )
( )

sb y b y b yF s
Y s

b s b s b b s b s b

 
 

   
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Solution of ODE
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Significant Operations for Solving Differential Equations

[ '( )] ( ) (0)L f t sF s f 

2[ "( )] ( ) (0) '(0)L f t s F s sf f  

0

( )
( )

t F s
L f t dt

s
  
  

f(0) and f’(0), initial condition 

at t = 0



Laplace Transform for ODEs

•Equation with initial conditions

•Laplace transform is linear

•Apply derivative formula

•Rearrange

•Take the inverse



0)0(')0(286
2

2

 yyy
dt

dy

dt

yd

• ODE w/initial conditions

• Apply Laplace transform to 
each term

• Solve for Y(s)

• Apply partial fraction 
expansion

• Apply inverse Laplace 
transform to each term

ssYsYssYs /2)(8)(6)(2 

)4()2(

2
)(




sss
sY

)4(4

1

)2(2

1

4

1
)(









sss
sY

424

1
)(

42 tt ee
ty





Example
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Example
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clear all; close all
syms t s Y
d='D(D(y))(t)-6*D(y)(t)+8*y(t)=0'
Ld=laplace(d,t,s)
Le=subs(Ld,{'laplace(y(t), t, s)', 'y(0)', 'D(y)(0)'}, {Y,-1,2})
Y=solve(Le,Y)
y=ilaplace(Y,s,t)

d = D(D(y))(t)-6*D(y)(t)+8*y(t)=0
Ld =6*y(0) - D(y)(0) - 6*s*laplace(y(t), t, s) - s*y(0) + s^2*laplace(y(t), t, s) + 8*laplace(y(t), t, s) == 0
Le = 8*Y + s - 6*Y*s + Y*s^2 - 8 == 0
Y =-(s - 8)/(s^2 - 6*s + 8)
y =2*exp(4*t) - 3*exp(2*t)
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clear all; close all
syms t s Y
d='D(D(y))(t)+9*y(t)=6*cos(3*t)'
Ld=laplace(d,t,s)
Le=subs(Ld,{'laplace(y(t), t, s)', 'y(0)', 'D(y)(0)'}, {Y,0,0})
Y=solve(Le,Y)
y=ilaplace(Y,s,t)
ezplot(y,[0,30])

d = D(D(y))(t)+9*y(t)=6*cos(3*t)
Ld =s^2*laplace(y(t), t, s) - s*y(0) - D(y)(0) + 9*laplace(y(t), t, s) == (6*s)/(s^2 + 9)
Le =Y*s^2 + 9*Y == (6*s)/(s^2 + 9)
Y =(6*s)/(s^2 + 9)^2
y = t*sin(3*t)

0 5 10 15 20 25 30

-30

-20

-10

0

10

20

30

t

t sin(3 t)
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clear all; close all
syms t s Y
d='D(D(y))(t)+2*D(y)(t)+y(t)=3*dirac (t-2)'
Ld=laplace(d,t,s)
Le=subs(Ld,{'laplace(y(t), t, s)', 'y(0)', 'D(y)(0)'}, {Y,2,1})
Y=solve(Le,Y)
y=ilaplace(Y,s,t)

d =D(D(y))(t)+2*D(y)(t)+y(t)=3*dirac(t-2)
Ld =2*s*laplace(y(t), t, s) - D(y)(0) - 2*y(0) - s*y(0) + s^2*laplace(y(t), t, s) + laplace(y(t), t, s) == 3*exp(-2*s)
Le =Y - 2*s + 2*Y*s + Y*s^2 - 5 == 3*exp(-2*s)
Y =(2*s + 3*exp(-2*s) + 5)/(s^2 + 2*s + 1)
y =2*exp(-t) + 3*t*exp(-t) + 3*heaviside(t - 2)*exp(2 - t)*(t - 2)

Not: 𝑢(𝑡−2)=heaviside(t - 2)
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clear all; close all
syms y(t) t Y s
Dy = diff(y,t);
D2y = diff(Dy,t);
y = D2y + y == cos(2*t)
Ld = laplace(y)
Le=subs(Ld,{'laplace(y(t), t, s)', 'y(0)', 'D(y)(0)'}, {Y,1,0})
Y=solve(Le,Y)
y=ilaplace(Y,s,t)

y(t) =D(D(y))(t) + y(t) == cos(2*t)
Ld(s) =s^2*laplace(y(t), t, s) - s*y(0) - D(y)(0) + laplace(y(t), t, s) == s/(s^2 + 4)
Le(s) =Y*s^2 - s + Y == s/(s^2 + 4)
Y =(s + s/(s^2 + 4))/(s^2 + 1)
y =(4*cos(t))/3 - cos(2*t)/3

Örnek: 𝒚′′+y=cos(2t), y(0)=1, 𝒚′(0)=0
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Example. Solve DE shown below.

2 12
dy

y
dt

  (0) 10y     2 12
dy

L L y L
dt

 
  

 

12
( ) 10 2 ( )sY s Y s

s
    

12
2 ( ) 10s Y s

s
  

10 12
( )

2 ( 2)
Y s

s s s
 

 
1 212

( 2) 2

A A

s s s s
 

 

1

00

12 12
6

( 2) 2 ss

A s
s s s 

   
        

2

22

12 12
( 2) 6

( 2) ss

A s
s s s 

   
          

10 6 6 6 4
( )

2 2 2
Y s

s s s s s
    

  
2( ) 6 4 ty t e 
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Example. Solve DE shown below.

2 12sin 4
dy

y t
dt

  (0) 10y 

2

12(4)
( ) 10 2 ( )

16
sY s Y s

s
  


2

10 48
( )

2 ( 2)( 16)
Y s

s s s
 

  

1 2

2 2

48

( 2)( 16) 2 16

B s BA

s s s s


 

   
2

2

48 48
2.4

16 20s

A
s 


   

1 2

2 2

48 2.4

( 2)( 16) 2 16

B s B

s s s s


 

   

248 2.4

(2)(16) 2 16

B
  2 4.8B 

1 248 2.4

(1)(17) 1 17

B B 
  1 2.4B  
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Example. Continuation.

2 2

10 2.4 2.4 4.8
( )

2 2 16 16

s
Y s

s s s s
   

   

2( ) 12.4 2.4cos4 1.2sin 4ty t e t t  
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Example. Solve DE shown below.
2

2
3 2 24

d y dy
y

dt dt
   (0) 10 and '(0) 0y y 

 2 24
( ) 10 0 3 ( ) 10 2 ( )s Y s s sY s Y s

s
     

2 2

24 10 30
( )

( 3 2) 3 2

24 10 30

( 1)( 2) ( 1)( 2)

s
Y s

s s s s s

s

s s s s s


 

   


 

   
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Example. Continuation.

24 12 24 12

( 1)( 2) 1 2s s s s s s
  

   

10 30 20 10

( 1)( 2) 1 2

s

s s s s


 

   

12 4 2
( )

1 2
F s

s s s
  

 

2( ) 12 4 2t tf t e e   
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Example. Solve DE shown below.
2

2
2 5 20

d y dy
y

dt dt
   (0) 0 and '(0) 10y y 

 2 20
( ) 0 10 2 ( ) 0 5 ( )s Y s sY s Y s

s
     

2 2

20 10
( )

( 2 5) 2 5
Y s

s s s s s
 

   

2 2

20 4

( 2 5) ( 2 5)

As B

s s s s s s


 

   

20 4

(1)(1 2 5) 1 (1 2 5)

A B
 

   

20 4

( 1)(1 2 5) 1 (1 2 5)

A B 
 

     
4A  8B  
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Example. Continuation.

2 2 2

4 4 8 10 4 4 2
( )

2 5 2 5 2 5

s s
Y s

s s s s s s s s

   
    

     

2 2 2 22 5 2 1 5 1 ( 1) (2)s s s s s         

2 2 2 2

4 4( 1) 3(2)
( )

( 1) (2) ( 1) (2)

s
Y s

s s s

 
  

   

( ) 4 4 cos2 3 sin 2t ty t e t e t   



79

İlk(0) ve Son Değer(∞) Teoremleri
Initial- and Final-Value Theorems 



Theorem: Initial Value

If the function f(t) and its first derivative are Laplace transformable and f(t) has the Laplace transform F(s), 
and the                           exists, then

0

)0()(lim)(lim





ts

ftfssF

)(lim ssF
s

Initial Value
Theorem

Laplace Dönüşüm: Başlangıç değerinin hesaplanması



Laplace Dönüşüm: Başlangıç değerinin hesaplanması

Başlangıç değeri (Initial Value):

Given;

22
5)1(

)2(
)(






s

s
sF

Find f(0)
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
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
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





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


sssss

ssss

ss
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s

s
sssFf

ss s

s



The utility of this theorem lies in not having to take the inverse of F(s) in order  to find out the initial 
condition in the time domain.  This is  particularly useful in circuits and systems.

)(lim)(
0

ssFf
s


Final-value 
Theorem

Laplace Dönüşüm: Final değerinin hesaplanması



Kararlılık

• Başlangıç ve final değerleri sayısal ise yani sonsuza gitmiyorsa sistem ya 
da sinyal kararlıdır.

• Laplace dönüşümünde f(t) fonksiyonunun Laplace dönüşümü F(s) ise f(t) 
fonksiyonun kararsız bölgesi F(s) fonkiyonun paydasını sıfır yapan 
değerlerdir.
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The Laplace Transform

Final  ValueExample:

Given:

 
ttesFnote

s

s
sF

t
3cos)(
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 
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

s

s
sssFf

0s0s



Yakınsama Bölgesinin Özellikleri

• Kompleks değişken s = σ + jω'nın imajiner kısmı, ω = Im [s] yakınsama 
açısından bir etkisi olmadığından, ROC sadece gerçek σ = Re [s] kısmı 
tarafından belirlenir.

• ROC jw eksenine pareleldir.

• x(t) sonlu bir sinyal ise (İntegrali sonlu aralıkta ise) ROC bütün s-
düzlemidir.

• x(t) sağ taraflı ise (sol tarafı sıfır ise) ROC’da sağ taraflıdır.

• x(t) sol taraflı ise (sağ tarafı sıfır ise) ROC’da sol taraflıdır.
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Yakınsaklık Bölgesi
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Laplace Dönüşümü ve Yakınsaklık Bölgesi

89

S=-a belirsilik 
ifade 
etmektedir.
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Properties of ROC of Laplace Transform
•ROC contains strip lines parallel to jω axis in s-plane.

•If x(t) is absolutely integral and it is of finite duration, then ROC is entire s-

plane.

•If x(t) is a right sided sequence then ROC : Re{s} > σo.

•If x(t) is a left sided sequence then ROC : Re{s} < σo.

•If x(t) is a two sided sequence then ROC is the combination of two regions.

ROC can be explained by making use of examples given below:
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Nedensellik – ROC
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a) Causality: 

Eğer bir sistemin çıkışı, şu anki girişi dâhil olmak üzere önceki değerlerine bağlı ise sisteme
nedensel (causal) sistem denir. Tüm gerçek zamanlı fiziksel sistemler nedenseldir; çünkü zaman 
sadece ileriye akar. 

Sistem nedensel ise, ROC sağ taraflı olmalıdır (diğer yol mutlaka doğru değildir). Nedensellik
Bulmak İçin Üç Basit Kural:
1- ROC sağ yönlü değilse sistem nedensel değildir.
2- ROC sağ yönlü ve Laplace dönüşümü rasyonel bir fonksiyon ise sistem nedenseldir.
3- ROC sağ taraflıysa ve Laplace dönüşümü rasyonel bir fonksiyon değilse, sistemi zaman 
alanında bulmalıyız ve sistemin nedensel olup olmadığına karar verebiliriz.

b) Kararlılık: Sistem, ancak ve ancak ROC kompleks eksen içeriyorsa kararlıdır.



Causality and Stability
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ROC of Basic Functions (Kararlılık bölgesi)
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ROC of Basic Functions
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Find the ROC of x(t) = e-2t u(t) + e-3t u(t).

a) σ>2

b) σ>3

c) σ>-3

d) σ>-2

Answer: d

Explanation: Given x(t) = e-2t u(t) + e-3t u(t)

Laplace transform, L{x(t)} = X(s) = ∫∞−∞x(t)e−stdt

X(s) = 1/(s+2)+1/(s+3)

ROC is {σ > -2}∩{σ > -3}

Hence, the ROC is σ > -2.

Laplace dönüşümü 1/(s+2)+1/(s+3) olan 
ifadenin ROC katsayısı nedir? (ROC'u bulmak 
için Laplace dönüşümünün kökleri bulunur, 
ROC, pozitif yöne doğru paydanın köklerin 
kümesel kesişim değeridir.

ROC

Laplace dönüşümü 1/(s-2)+1/(s-3) olan ifadenin 
ROC katsayısı nedir? (ROC'u bulmak için Laplace 
dönüşümünün kökleri bulunur, ROC, pozitif yöne 
doğru paydanın köklerin kümesel kesişim 
değeridir. σ>3



Region of Convergence (Yakınsama Bölgesi - ROC)

1)( tf

s

1


If Re[s]=σ>0, yakınsar

Time domain: 1 s-domain: 1/s

Yakınsaması
için ROC: σ > 0





ROC

Time domain: u(t)
(Only consider t>0)

Dikkat: Bir fonksiyonun yakınsaması için değerinin 
sonsuzdan farklı olması gerekir.

𝜎 ≤ 0 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟 𝑘𝑎𝑟𝑎𝑠𝚤𝑧 𝑜𝑙𝑢𝑟.
F(s)



ROC

99



100



101

Örnek: Yakınsama Bölgesi - ROC

• Herbir fonksiyonun Laplace
dönüşümü alınır.

• Laplace dönüşümü alınan herbir
fonksiyonun paydasını sıfır yapan 
değerler bulunur. (Fonksiyon sonsuz 
gider; yani kararsızlık vardır.)

• En büyük değerden sağa doğru olan 
bölge kararlıdır. Her iki koşulun 
sağlandığı bölge.

• Kompleks değer çıkarsa reel kısmı 
alınır.

• Kökler biri büyük diğer küçük ise 
aralık alınır.
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Örnek: Yakınsama Bölgesi - ROC
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Laplace Transform Pairs of exp(-at)
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Laplace Transform
Circuit Application



Differential Equation

Find v(t)
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Differential Equation
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